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Введение 

Модели динамики популяций с дискретной возрастной структурой и 
дискретным временем исторически связаны с именем П. Лесли, изучавшего 
простейшие варианты подобных моделей, и Л. Лефковича, изучавшего ста-
дийные структуры [1 – 4]. Классические матричные модели динамики попу-
ляций одного биологического вида опирались на весьма жесткие постулаты 
о «расписании» основных событий в жизненном цикле организмов (рожде-
ние, созревание, воспроизводство, смертность) и  о постоянстве соответ-
ствующих демографических параметров во времени [5]. Математика класси-
ческих моделей Лесли изучена досконально. В частности, определено поня-
тие репродуктивного потенциала популяции, т.е. такой величины, которая 
легко вычисляется по демографическим параметрам и диагносцирует рост 
или убывание популяции в целом. Известны формулы для предельного рас-
пределения численностей возрастных классов, а также критерии, устанавли-
вающие наличие или отсутствие циклов в асимптотическом поведении тра-
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екторий модели [6]. Однако на практике приходится сталкиваться с более 
сложными жизненными циклами организмов – с ускорениями в развитии и 
возвратами к пройденным стадиям – и даже с двойной структурой популя-
ции [3, 7]. 

В настоящей работе рассматривается матричная модель динамики 
населения России, которая разработана на основании матриц Лесли. Нами 
была предпринята попытка проанализировать демографическую ситуацию с 
учетом такой социально значимой болезни, как туберкулез. Динамика забо-
леваемости и течения болезни зависят от условий жизни [8 – 10], но может 
быть исследована «внешним» описанием с применением матричной модели 
во взаимосвязи с демографической ситуацией. Именно такой подход приме-
нен в этой статье.  

 
Динамика половозрастной структуры населения 

Все данные, используемые в работе, взяты с официального сайта Фе-
деральной службы государственной статистики [11]. Динамика численности 
населения представлена с 1995 г. по 2018 г. Все население мужского и жен-
ского пола разделено на пятнадцать пятилетних групп. Исключение состав-
ляет последняя группа. В ней собраны люди от 70 лет и старше. Численность 
каждой группы считается в тысячах человек. 

Возраст деторождения у женщин начинается в 15 и заканчивается в 49 
лет. Женщины фертильного возраста также разбиты на пятилетние группы. 
Нам известен коэффициент рождаемости каждой группы по годам наблюде-
ний, который рассчитывается как количество родившихся младенцев в сред-
нем на 1000 женщин. Для наших расчетов мы посчитали среднее коэффици-
ента рождаемости по каждой группе и полученное значение использовали в 
дальнейшем. График коэффициента рождаемости представлен на рис. 1. 

 
Рис. 1. График коэффициента рождаемости для женщин фертильного возраста. 



 

55 

Как видно из графика, пик детородности приходится на возраст от 20 
до 24 лет.  

Коэффициент смертности для мужчин и женщин по каждой возраст-
ной группе рассчитывается как количество умерших на 1000 человек соот-
ветствующей возрастной группы. В нашем исследовании мы использовали 
средние значения по возрастным группам. Графики коэффициента смертно-
сти для мужчин и женщин представлены на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Графики коэффициента смертности для мужчин и женщин. 

Количество мужчин и женщин, больных туберкулезом, разбитых на 
пятилетние группы в тысячах человек, представлены на рис. 3. Пик заболе-
ваемости приходится на возраст от 20 до 44 лет. 

 

 
Рис. 3. Графики больных туберкулезом мужчин и женщин по возрастным группам. 
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Гендерные различия в заболеваемости у мужчин и женщин обусловли-
ваются уровнем иммунной защиты, поведением и социальными ролями [12]. 
 

Демографическая модель 

В матричных моделях популяции с возрастной структурой единицы 
измерения времени и возраста совпадают с временным шагом t∆ . Поэтому 

1t∆ =  и в следующий момент времени ( )1t +  все люди, выжившие за этот 
промежуток времени, становятся на единицу старше [13]. Будем рассматри-
вать дискретное время в годах. Тогда за индекс t обозначим текущий такт 
времени. 

С другой стороны, все люди, достигшие максимального возраста n, 
умирают к следующему моменту времени. Тем самым можно определить 
размерность вектора возрастной структуры человеческой популяции. Как 
уже говорилось, по данным Федеральной службы государственной статисти-
ки [11] население классифицировано на 15n =  пятилетних возрастных 
групп. 

У мужчин и у женщин рассматривается n синхронизированных по чис-
лу лет возрастных групп. Вектор численности мужчин в каждый такт време-
ни обозначим как n

ty R∈ , вектор численности женщин как n
tz R∈ . В векто-

рах [ ]1 2, ,..., T
ny y y y=  и [ ]1 2, ,..., T

nz z z z=  компоненты iy  и iz  показывают но-
мер возрастной группы в тысячах человек. Для описания численности муж-

чин и женщин в каждой возрастной группе образуем вектор 2t n
t

t

y
x R

z
 

= ∈ 
 

. 

В таком случае получаем, что ,t ix   – это численность особей из возрастной 

группы ( )1,2,...,i i n=  в момент t. 

Обозначим id  среднее значение коэффициента смертности по каждой 
возрастной группе i в каждый такт времени t. 

Далее опишем рождаемость. Пусть 1 2, ,..., nb b b  – это возрастноспецифи-
ческие коэффициенты рождаемости. По данным Росстата возраст фертиль-
ности женщин начинается в 15 и заканчивается в 49 лет. Соответственно по-
лучается 7 пятилетних возрастных периода. Мы примем за 1 2, ,..., nb b b  сред-
ние значения коэффициента рождаемости по каждой возрастной группе. 
Обозначим буквой a (adult) порядковый номер самой младшей возрастной 
фертильной группы, а буквой f (final) – самой старшей. В таком случае фор-
мально получаем, что коэффициенты  положительны только в диапазоне 
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возрастных групп от a до f, а вне этого диапазона нулевые. Таким образом 
получаем, что суммарная численность пополнения от родителей всех репро-
дуктивных возрастов есть 

1 , 1 , 1 , .t a t a a t a f t fx b x b x b x+ + += + + +       (1) 

Коэффициенты рождаемости удобно организовать в отдельную квад-
ратную матрицу F (fertility) размерностью ( )n n× , у которой только первая 
строчка имеет ненулевые элементы среди 1 2, ,..., nb b b , а на всех остальных ме-
стах стоят нули. Тогда матрица F принимает вид: 

1 2 1

0 0 0
.0 0

0 0
0 0 0

n nb b b b

F

−

=



 

  

  

 

        (2) 

Как уже говорилось, возраст деторождения женщины начинается с 15 
и заканчивается в 49 лет, т.е. получаем семь пятилетних периодов. Принимая 
это во внимание, получаем, что коэффициенты 5 11b b−  будут положитель-
ные, остальные будут равны нулю. 

Обозначим за ( )1,2,...,ip i n=  коэффициент остающихся особей в i-й 
возрастной группе. В нашем случае все группы по 5 лет. В следующую 
группу переходит 1/5 от количества группы и остается 4/5. Следовательно, 
во всех группах, кроме последней, 0.8ip = . В последней группе люди никуда 
не переходят, поэтому в ней коэффициент 1n np d= − . 

Составим квадратную матрицу ( )P n n× , в которой элементы ip  поста-
вим по главной диагонали, а на всех остальных местах стоят нули. 

1

2

1

0 0
0 0

0 0 .
0 0

0 0
n

n

p
p

P
p

p
−

=

 

 

  

 

 

       (3) 

Обозначим как   (коэффициент выживания) долю особей из возраст-
ной группы i, выживших за один такт времени и перешедших в следующий 
возрастной класс. Коэффициент выживаемости is  рассчитывается следую-
щим образом:  

1 ,i i is d p= − −          (4) 
где is  – доля выживших в i-й возрастной группе; id  – смертность в i-й воз-
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растной группе. 
Составим матрицу переходов ( )S n n× . Она имеет специальное строе-

ние. Коэффициенты выживаемости is  располагаются под главной диагона-
лью, а остальные элементы равны нулю. 

1

2

1

0 0
0

0 .
0

0 0 0n

s
S s

s −

=

  

  

  

   



       (5) 

Теперь перейдем к динамической модели населения с учетом половой 
и возрастной структуры. Сначала составим модифицированные матрицы, 
описывающие динамику возрастной структуры мужчин, женщин и матрицу 
рождаемости. 

Модифицированная матрица возрастной структуры мужчин ( )M n n×  
представляется в виде 

,M P S= +           (6) 
где матрицы P и S описаны соответственно в (3) и (5). 

Матрица возрастной структуры женщин ( )W n n×  составляется следу-
ющим образом: 

,W P S Fδ= + +          (7) 
где матрицы P, S, F описаны соответственно в (3), (5), (2), а δ  – это доля де-
вочек среди новорожденных. 

Матрица рождаемости для мужской части населения имеет вид  
( )1 ,B Fδ= −          (8) 

где ( )1 δ−  – это доля мальчиков среди новорожденных. 
Сконструируем матрицу перехода к новому такту времени G следую-

щим образом: 

,
0
M B

G
W

=          (9) 

где матрицы M, B, W описаны соответственно в (6), (8) и (7). 
Скажем несколько слов о матрице G. Эта матрица является неотрица-

тельной и разложимой, так как у нее левая нижняя четверть является нуле-
вой. Здесь уместно будет упомянуть о разложимых и неразложимых неотри-
цательных матрицах. 

Определение и свойства неразложимых неотрицательных матриц даны 
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в теореме Перрона – Фробениуса, описанной в фундаментальной моногра-
фии по теории матриц Ф.Р. Гантмахера «Теория матриц». В ней говорится, 
что неразложимая неотрицательная матрица всегда имеет положительное 
характеристическое число r, которое является простым корнем характери-
стического уравнения. Модули других характеристических чисел не превос-
ходят это число r. Максимальному характеристическому числу r соответ-
ствует собственный вектор z с положительными координатами [14]. 

Но как уже было сказано выше, матрица G является неотрицательной 
разложимой. Для таких матриц максимальное характеристическое число r и 
соответствующий ему собственный вектор y могут быть неотрицательными 
[14, 15]. 

Задача, как выяснить, растет или убывает популяция, сводится к отыс-
канию максимального собственного числа матрицы и сравнению его с еди-
ницей [16]. Назовем максимальное характеристическое число доминантным 
числом r и рассчитаем его для нашей матрицы G, написав скрипт в приклад-
ной программе MATLAB R2021a. Если r > 1, то популяция экспоненциально 
растет, если r < 1, то экспоненциально убывает, если r = 1, то стремится к 
предельному распределению. После выполнения скрипта получаем, что до-
минантное число матрицы G равно 0,9938, что свидетельствует о некотором 
снижении общей численности населения.  

Основное динамическое соотношение тогда представляется в виде 

1 ,k k
t tx Gx+ =           (10) 

где надстрочный индекс k обозначает, что используются данные, взятые с 
сайта Росстата. 

Равенство (10) есть матричная модель для наблюдаемой динамики 
численности населения. 

Для наглядного представления различий наблюдаемой и модельной 
динамики вычислим поправочный коэффициент tΘ  из соотношения 

1 ,k k
t t tx Gx+ ≈ Θ          (11) 

при условии минимизации разности векторов в соотношении (11) для 
наблюдаемой численности населения 

2
1 min,k k

t t t e
x Gx+ −Θ →         (12) 

где подстрочный индекс e обозначает евклидову норму. 
Продифференцировав (12) по  и приравняв полученное выражение к 

нулю, получаем: 

( )12 0k k k
t t tx Gx Gx+− −Θ = . 



 

60 

Отсюда имеем 

1
2

k k
t t

t k
t e

x Gx

Gx
+Θ = .         (13) 

Рассчитывая tΘ  для ( )1t −  лет, получим зависимость, изображенную 
на рис. 4. 

 

1995 2000 2005 2010 2015 2020
0.995

1

1.005

1.01

1.015

1.02

 
Рис. 4. Зависимость . 

На графике видно, что значение Θ  меняется волнообразно. Присут-
ствует плавный «провал», который приходится на 2003 – 2004 гг., и резкий 
выброс в 2014 г.  

Получим модельные значения численности населения согласно урав-
нению (10). К каждому полученному вектору x применим «октаэдрическую» 
норму [14]: 

1
.

n

i
i

x x
=

= ∑           (14) 

В результате получаем модельные значения численности населения РФ 
в период с 1995 г. по 2018 г. Графики наблюдаемой численности населения и 
модельной представлены на рис. 5. 

Модельные графики считались по следующим формулам: 
1) модельный тип 1 

1 1995 1,k
t tx x x Gx+= = , 

где 1995
kx  – вектор наблюдаемых значений численности мужчин и женщин в 

1995 г.; tx  – вектор модельных значений предшествующего года; 1tx +  – век-
тор модельных значений следующего года; 
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2) модельный тип 2 

1 1995 1,k k
t tx x x Gx+= = , 

где k
tx  – вектор наблюдаемых значений предшествующего года; 
3) модельный, тип 3 

1 1995 1,k k
t t tx x x Gx+= = Θ , 

где tΘ  – коэффициент Θ , соответствующий предыдущему году. 

1995 2000 2005 2010 2015 2020
1.42

1.43

1.44

1.45

1.46

1.47

1.48

1.49
10 5

наблюдаемый

модельный, тип 1

модельный, тип 2

модельный, тип 3

 
Рис. 5. Графики наблюдаемой и модельной численности населения РФ. 

Из графика наблюдаемой численности населения видно, что с 1995 г. 
по 2007 г. численность населения РФ монотонно убывала, а в 2008 – 2009 гг. 
произошла стабилизация. С 2010 г. начинается незначительный рост числен-
ности населения. В 2014 – 2015 гг. произошло резкое увеличение населения 
России. Похожий скачок в 2014 г. мы наблюдали на рис. 4 и связываем этот 
резкий рост населения с вхождением Республики Крым в состав России. 

Модельные графики тип 2 и тип 3 в целом повторяют наблюдаемый. 
Форма модельного графика тип 1 подтверждает вышесказанное утвержде-
ние, что при доминантном числе матрицы меньше 1 численность популяции 
убывает. 

Матрица перехода G в уравнении (10) является примитивной [14]. 
Определим относительную возрастную структуру вектора tx  как вектора до-
лей возрастных групп в общей численности населения (т.е. вектор нормиру-
ется по норме (14)). Для матричных моделей типа (10) известно асимптоти-
ческое свойство, состоящее в том, что при t →∞  относительная структура 
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вектора tx  стремится к относительной структуре собственного вектора для 
доминантного собственного числа матрицы G. Если матричная модель (10) 
соответствует реальной динамике населения России, то подобное свойство 
можно предположить выполняющимся для реальной динамики. На рис. 6, 7 
такое сравнение сделано для укрупненных возрастных групп промежутков 
возраста 0-14 лет, 15-34 года, 35-59 лет и свыше 60 лет для мужчин и жен-
щин.  

 

 
Рис. 6. Графики наблюдаемой динамики численности укрупненных возрастных групп 

мужчин по годам и их асимптотическое значение. 
 

 
Рис. 7. Графики наблюдаемой динамики численности укрупненных возрастных групп 

женщин по годам и его асимптотическое значение. 
 

В нашем случае асимптотическое свойство выполняется достаточно 
точно, несмотря на ограниченный промежуток лет наблюдений. Локально 
наблюдаемая динамика общей численности населения может значимо отли-
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чаться от модельной (рис. 5), но относительная структура населения близка к 
предписываемой собственным вектором матрицы G (рис. 6, 7). 

 
Динамика больных туберкулезом 

Данные по заболеваемости туберкулезом (ТБ) среди мужчин и женщин 
распределены по возрастным группам аналогично демографии. Составим 
векторы численности здоровых и больных мужчин и женщин в каждый такт 
времени t аналогично действиям, описанным при анализе демографической 
ситуации. 

Введем обозначения. Пусть ,1 2
,1

,1

t n
t

t

y
x R

z
 

= ∈ 
 

 – вектор здоровых особей, 

а ,2 2
,2

2

t n
t

y
x R

z
 

= ∈ 
 

 – вектор больных особей в t-м году. Численность населе-

ния каждой возрастной группы состоит из здоровых и больных. 
,1 ,2t t tx x x= + . 

Для получения численности здорового населения вычтем вектор боль-
ных из вектора общей численности по каждой возрастной группе. 

,1 ,2t t tx x x= − .         (15) 

Применяя полученную матрицу перехода к новому такту времени G, 
получим: 

1,1 1,1
2

1,2 1 ,2
2

,

.

t t

t t

x Gx

x Gxγ

+
+

+
+

=

 =


         (16) 

Промежуточные значения 1,1
2

t
x
+

 и 1 ,2
2

t
x
+

 получим из отношений:   

( )

( )

1 ,1 ,2,1
2

1 ,2 ,1,2
2

1 ,

1 ,

t tt

t tt

x x x

x x x

α β

β α

+

+

= − +



= − +


       (17) 

где α – доля заболевающих среди здоровых; β – доля выздоравливающих; γ – 
коэффициент жизнеспособности больных по сравнению со здоровыми. 

Подставив (17) в (16), получим  
( )

( )
1,1 ,1 ,2

1,2 ,1 ,2

1 ,
1 .

t t t

t t t

x Gx Gx
x Gx Gx

α β
αγ β γ

+

+

= − +
 = + −

      (18) 

Для нахождения коэффициентов α, β, γ введем функцию ( ), ,α β γΦ  и 
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найдем ее экстремум: 

( )
2

, , min,m k
t t

t
x xα β γΦ = − →∑  

где m
tx  – модельные значения численности населения; k

tx  – наблюдаемые 
значения численности населения. 

После выполнения скрипта в программе MatLab получаем следующие 
значения: α = 0.0005, β = 0.03,  γ = 0.9443. Таким образом, усредненная доля 
заболевающих среди здоровых в течение года составляет 0.05%. По данным 
Росстата это значение равно 0.07%, что близко к модельному значению. 
Усредненная доля выздоравливающих среди больных в течение года состав-
ляет 3%. Жизнеспособность больных ТБ составляет 94% по сравнению со 
здоровыми. 

На рис. 8 представлены графики наблюдаемых и модельных значений 
для мужчин и женщин. 

 
Рис. 8. Графики наблюдаемых и модельных значений: 

а) мужчины с заболеванием ТБ; б) женщины с заболеванием ТБ. 
 

Заключение 

В работе приведена матричная модель динамики численности населе-
ния России. Анализируются данные и основные демографические характе-
ристики динамики численности населения России по данным Росстата за 
1995 – 2018 гг.  

Немонотонность наблюдаемой динамики приводит к локальным рас-
хождениям ее с модельной динамикой. В то же время доминантное соб-
ственное число матрицы перехода в модели (10) близко к единице и равно 
0.9938. Это на качественном уровне соответствует незначительному спаду 
численности населения за период наблюдений. Относительная возрастная 
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структура населения близка к предписанной собственным вектором доми-
нантного собственного числа матрицы перехода. Этот результат говорит о 
хорошем соответствии построенной матричной модели наблюдаемой дина-
мике численности населения России. Полученная конструкция применена к 
исследованию динамики заболевания туберкулезом. Коэффициент жизне-
способности больных по отношению к здоровым составляет 94%. Модельная 
оценка вероятности заболеть туберкулезом в течение года составляет 0.05%, 
а вероятности выздороветь – 3%. Полученные характеристики согласуются с 
другими данными Росстата. 
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