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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà âûáîðà íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðîâ ýëåìåíòîâ ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè îòñóòñòâèè èíôîðìà-
öèè î çàêîíîìåðíîñòÿõ èõ äðåéôà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç ìåòîäîâ, ðåàëè-
çóþùèõ êðèòåðèé çàïàñà ðàáîòîñïîñîáíîñòè íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ âïèñàí-
íîãî â îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ãèïåðêóáà ìàêñèìàëüíîãî
îáúåìà. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ñåòî÷íîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.

Ââåäåíèå
Îäíèì èç âàæíûõ ýòàïîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ

ÿâëÿåòñÿ âûáîð íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñõåìíûõ ýëåìåíòîâ [1, 2].
Äëÿ âûáîðà íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ ñ ó÷åòîì äðåéôà èõ çíà-
÷åíèé è òðåáîâàíèé íàäåæíîñòè ê ïðîåêòèðóåìîìó óñòðîéñòâó íåîáõîäèìî
çíàòü òåíäåíöèè ýòèõ îòêëîíåíèé. Íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ ïðîåêòèðîâàíèÿ çàêî-
íîìåðíîñòè äðåéôà ïàðàìåòðîâ íåèçâåñòíû, ïîýòîìó ñ÷èòàåòñÿ öåëåñîîáðàç-
íûì óêàçàíèå òàêèõ íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ìàêñèìàëüíî óäàëåíû
îò ãðàíèöû îáëàñòè äîïóñòèìîé ñîâìåñòíîé âàðèàöèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
[3].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûáîðà îïòèìàëüíûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà
Çàäà÷à ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà (ÏÑ) òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ è ñèñòåì

[1] ñîñòîèò â âûáîðå íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ýëåìåíòîâ (äàëåå
âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ) èññëåäóåìîãî óñòðîéñòâà

~xnom = (x1nom , x2nom , . . . , xnnom)T ,
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êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ìàêñèìóì âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ ýëå-
ìåíòîâ â îáëàñòè èõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïðè íàëè÷èè ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîç-
ìóùåíèé:

~xnom = arg max P{ ~X(~xnom, t) ∈ Dx,∀t ∈ [0, T ]}, (1)
ãäå ~X(~xnom, t) - ñëó÷àéíûé ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, Dx - îáëàñòü äî-
ïóñòèìîé âàðèàöèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ýëåìåíòîâ - îáëàñòü ðàáîòîñïîñîá-
íîñòè (ÎÐ), T - çàäàííîå âðåìÿ ýêñïëóàòàöèè óñòðîéñòâà.

Îáëàñòü ðàáîòîñïîñîáíîñòè â ïðîñòðàíñòâå âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ îïðå-
äåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè ðàáîòîñïîñîáíîñòè (ÓÐ), êîòîðûå çàäàþòñÿ â âèäå äî-
ïóñêîâ íà âûõîäíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû ~y = (y1, y2, . . . , ym):

~ymin ≤ ~y(~x(t)) ≤ ~ymax, (2)

ãäå ~y(~x(t)) - ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èññëåäóåìîé ñèñòåìû, îïðåäåëÿþùàÿ çà-
âèñèìîñòü âûõîäíûõ ïàðàìåòðîâ îò âõîäíûõ â âèäå íåïðåðûâíûõ çàâèñèìî-
ñòåé. Äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì çàäàíèå ìîäåëè â àíàëèòè÷åñêîì âèäå î÷åíü çà-
òðóäíåíî, ïîýòîìó íàèáîëëå ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå åå â àëãî-
ðèòìè÷åñêîì âèäå. Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, îáëàñòü ðàáîòîñïîñîáíîñòè â ïðî-
ñòðàíñòâå çíà÷åíèé âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìîé ñèñòåìû îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ÓÐ (2):

Dx = {~x ∈ Rn | ~ymin ≤ ~y(~x) ≤ ~ymax}, (3)
Íàëè÷èå äàííûõ î êîíôèãóðàöèè îáëàñòè Dx ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü íàçíà-
÷åíèå äîïóñêîâ íà âíóòðåííèå ïàðàìåòðû, âûáèðàòü íîìèíàëüíûå çíà÷åíèÿ
ýòèõ ïàðàìåòðîâ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ ñ îïòèìèçàöèåé êàê
ïî ñòîõàñòè÷åñêèì, òàê è ïî äåòåðìèíèðîâàííûì êðèòåðèÿì.

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î çàêîíàõ èçìåíåíèÿ çíà-
÷åíèé âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî ñëó÷àåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íà íà÷àëüíûõ
ýòàïàõ ïðîåêòèðîâàíèÿ, âåêòîð íîìèíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïðåäëàãàåòñÿ âû-
áèðàòü â òî÷êå ~xo ∈ Dx ÎÐ, ìàêñèìàëüíî óäàëåííîé îò åå ãðàíèöû. Òàêîå
ðàñïîëîæåíèå âåêòîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îáåñïå÷èò íåêîòîðûé
¾çàïàñ¿ ðàáîòîñïîñîáíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè äåôèöèòå èñõîäíîé èíôîðìàöèè îá
èçìåíåíèÿõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè. Òîãäà, î÷åâèäíî,
ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäåò ìíîæåñòâî Do ⊂ Dx òî÷åê â îáëàñòè
Dx, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè âïèñàííûõ â ýòó îáëàñòü n-ìåðíûõ øàðîâ
ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà (ðèñ. 1).

Â êàæäîé òî÷êå ~x ∈ Dx ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî øàðîâ ñ ðàäèóñàìè r
îò ~x äî âñåõ òî÷åê ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè è îáúåìàìè V (~x, r). Øàð, öåëèêîì
ëåæàùèé â ÎÐ, èìååò ìèíèìàëüíûé îáúåì (ðàäèóñ), ò.å. Vx = minr V (~x, r) è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàïàñ äëÿ âîçìîæíîãî äðåéôà çíà÷åíèé âíóòðåííèõ ïà-
ðàìåòðîâ. Èñêîìîå ìíîæåñòâî Dopt ñîñòîèò èç öåíòðàëüíûõ òî÷åê øàðîâ ñ
ìàêñèìàëüíûìè îáúåìàìè, ò.å.

Dopt = {~x ∈ Dx | max
~x∈Dx

Vx}. (4)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî Dopt ñîñòîèò èç òàêèõ òî÷åê Dx, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ

max
~x∈Dx

min
r

V (~x, r), (5)
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Ðèñ. 1. Âûáîð ïàðàìåòðîâ, ìàêñèìàëüíî óäàëåííûõ îò ãðàíèöû ÎÐ â äâó-
ìåðíîì ñëó÷àå

÷òî îçíà÷àåò ìàêñèìàëüíûé çàïàñ äëÿ âîçìîæíîãî äðåéôà ïàðàìåòðîâ è âû-
ðàæàåò êðèòåðèé ìàêñèìàëüíîãî çàïàñà ðàáîòîñïîñîáíîñòè (ÌÇÐ).

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðîáëåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ÏÑ ñâÿçàíà ñ îòñóòñòâè-
åì äàííûõ î êîíôèãóðàöèè ÎÐ, ÷òî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò ïðîöåññ âûáîðà
îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé íîìèíàëîâ. Ïðåäëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå àëãîðèòì
âûáîðà íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïî êðèòåðèþ ÌÇÐ îñíîâàí íà ñå-
òî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÎÐ, ðàññìîòðåíèå êîòîðîãî ïðåäâàðÿåò îïèñàíèå àëãî-
ðèòìîâ, êîòîðûì ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

1.2. Ñåòî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îáëàñòè ðàáîòîñïîñîáíîñòè
Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïðèáëèæåíèÿ ÎÐ èçâåñòíûìè ôèãóðàìè, òà-

êèõ êàê âïèñàííûå è îïèñàííûå ïàðàëëåëåïèïåäû, ýëëèïñîèäû èëè èõ êîìáè-
íàöèÿìè, â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñåòî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÎÐ, îñíîâàí-
íîå íà ìåòîäå ìàòðè÷íûõ èñïûòàíèé [4]. Èçíà÷àëüíî ìåòîä ìàòðè÷íûõ èñ-
ïûòàíèé áûë ðàçðàáîòàí äëÿ ôèçè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà èçìåíåíèÿ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñõåìíûõ ýëåìåíòîâ, îäíàêî åãî ðåàëèçàöèÿ ñ ïðèâëå÷å-
íèåì ÝÂÌøèðîêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ íå ïîëó÷èëà èç-çà ïðîáëåìû, ñâÿçàííîé
ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ âûïîëíåíèÿ ïîëíîãî ïåðåáîðà.

Ñîãëàñíî ìåòîäó ìàòðè÷íûõ èñïûòàíèé, çàäàííûé äèàïàçîí âîçìîæíîãî
èçìåíåíèÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà

ax
i ≤ xi ≤ bx

i , (6)

ðàçáèâàåòñÿ ýêâèäèñòàíòíî íà qi îòðåçêîâ - êâàíòîâ ki = 1, 2, . . . , qi, i =
1, 2, . . . , n, â öåíòðå êàæäîãî èç êîòîðûõ âûáèðàåòñÿ ¾òî÷êà-ïðåäñòàâèòåëü¿:

cki
i =

aki
i + bki

i

2
, (7)

ãäå aki
i , bki

i - ñîîòâåòñòâåííî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû ki-ãî êâàíòà i-ãî ïàðàìåò-
ðà [5].
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Äèàïàçîíû (6) îáðàçóþò n-ìåðíûé ãèïåðïàðàëëåëåïèïåä Bx â äåêàðòî-
âîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çíà÷åíèé âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ. Â êà÷åñòâå ýòîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà ìîæåò âûñòóïàòü ãèïåðïàðàëëåëïèïåä äîïóñêîâ Bd, îáðà-
çîâàííûé äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè êàæäîãî ïàðàìåòðà â îòäåëüíîñòè, ëèáî
îïèñàííûì ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäîì Bo, îãðàíè÷èâàþùèé îáëàñòü äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèé ñîâìåñòíîé âàðèàöèè âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ.

Â ðåçóëüòàòå êâàíòîâàíèÿ Bx îáðàçóåòñÿ ñåòêà (ðèñ. 2), ðàçáèâàþùàÿ îá-
ëàñòü ïîèñêà íà ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ýëåìåíòàðíûõ ãèïåðïàðàëëå-
ëåïèïåäîâ. Â ãåîìåòðè÷åñêîì öåíòðå êàæäîãî èç ýòèõ ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäîâ
çàäàíà òî÷êà-ïðåäñòàâèòåëü ñ êîîðäèíàòàìè (7), êîòîðûå çàäàþò ìíîæåñòâî
íåñîâìåñòíûõ ñèòóàöèé äèñêðåòíîãî èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â îá-
ëàñòè, îãðàíè÷åííîé Bx. Â êàæäîé òàêîé òî÷êå-ïðåäñòàâèòåëå âû÷èñëÿþòñÿ
âûõîäíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ è ïðîâåðÿþòñÿ ÓÐ (2). Ïðååäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çíà÷åíèé âûõîäíûõ ïàðàìåòðîâ è ïðîâåðêè ÓÐ â òî÷êå
ïðåäñòàâèòåëå ýëåìåíòàðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà âñå åãî
òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ Bg ðàç-
áèâàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà Bg

x = B+
x ∪ B−x , ïðè ýòîì

B+
x ∩B−x = ®, ãäå B+

x ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì èñêîìîé ÎÐ Dx, êîòîðîå áóäåì
íàçûâàòü ñåòî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì îáëàñòè ðàáîòîñïîñîáíîñòè (ÑÏÎÐ).
Ýëåìåíòàðíûå ïàðàëëåëåïèïåäû èç ìíîæåñòâà Bg

x áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòà-
ìè èëè ÿ÷åéêàìè ñåòêè.

Ðèñ. 2. Êâàíòîâàíèå îáëàñòè ïîèñêà è ñåòî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÎÐ â äâó-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ

Äëÿ çàäàíèÿ ÑÏÎÐ èñïîëüçóþòñÿ íàáîðû äàííûõ äâóõ òèïîâ:

• Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñåòêè;

• Äàííûå î ïðèíàäëåæíîñòè êàæäîãî ýëåìåíòà ñåòêè ïîäìíîæåñòâó B+
x

èëè B−x ;

Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñåòêè ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû ãðàíèö
ëþáîãî åå ýëåìåíòà è êîîðäèíàòû åãî òî÷êè-ïðåäñòàâèòåëÿ, èìåÿ íàáîð èí-
äåêñîâ (k1, k2, . . . , kn), à òàêæå ìîæíî âû÷èñëèòü èíäåêñû ýëåìåíòà ñåòêè â êî-
òîðîì íàõîäèòñÿ íåêîòîðàÿ òî÷êà ñ çàäàííûìè êîîðäèíàòàìè (âíóòðè ãèïåð-
ïàðàëëåëåïèïåäà Bx) ~x∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n)T . Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñåòêè

çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì íàáîðîì äàííûõ:
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• Ðàçìåðíîñòü n ïðîñòðàíñòâà âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ;

• Äèàïàçîí (6) äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà;

• Êîëè÷åñòâî êâàíòîâ â ðàçáèåíèè äèàïàçîíà çíà÷åíèé êàæäîãî ïàðàìåò-
ðà;

Ïðèíàäëåæíîñòü ýëåìåíòà ñåòêè ñ èíäåêñàìè (k1, k2, . . . , kn) ìíîæåñòâó
B+

x èëè B−x çàäàåòñÿ ìàññèâîì ñîñòîÿíèé (ÌÑ) ýëåìåíòîâ ñåòêè
S[R] = (s1, s2, . . . , sR), ãäå R - êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ñåòêè:

R =
n∏

i=1

qi, (8)

à ýëåìåíòû ÌÑ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ (äëÿ íîðìèðîâàííîãî ìàññèâà)
sp ∈ {0, 1}. Ýëåìåíò sp ÌÑ äàëåå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê S[p]. Çíà÷åíèå ñî-
ñòîÿíèÿ S[p] = 0 îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà ñåòêè
ïîäìíîæåñòâó B−x , à çíà÷åíèå S[p] = 0 îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü ñîîòâåòñòâó-
þùåãî åìó ýëåìåíòà ñåòêè ïîäìíîæåñòâó B+

x . Î ñîîòâåòñòâèè êàæäîìó ýëå-
ìåíòó ñåòêè, çàäàííîìó ñ ïîìîùüþ n èíäåêñîâ (k1, k2, . . . , kn), åäèíñòâåííîãî
ýëåìåíòà S[p] ÌÑ áîëåå ïîäðîáíî îïèñàíî â ðàáîòå [5].

1.3. Âûáîð ïàðàìåòðîâ, îïòèìàëüíûõ ïî êðèòåðèþ
çàïàñà ðàáîòîñïîñîáíîñòè

Ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà òî÷åê, îïòèìàëüíûõ ïî êðèòåðèþ ÌÇÐ (4) â êîí-
òåêñòå ÑÏÎÐ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ýëåìåíòîâ ñåòêè èç ïîäìíîæåñòâà B+

x ,
îïòèìàëüíûõ ïî êðèòåðèþ (5), ãäå â êà÷åñòâå åäèíèöû èçìåðåíèÿ èñïîëüçó-
åòñÿ ýëåìåíò ñåòêè.

Êàê áûëî ñêàçàíî, ìíîæåñòâî B+
x ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ñåòêè, ÿâëÿþùèõ-

ñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ÎÐ, ò.å. ýëåìåíòàðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, âî âíóòðåííèõ
òî÷êàõ êîòîðûõ ïðèíèìàåòñÿ âûïîëíåíèå ÓÐ (2). Áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíò
ñåòêè, çàäàâàåìûé èíäåêñàìè (k1, k2, . . . , kn) êàê ek1,k2,...,kn .

Àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíûõ â ñìûñëå ÌÇÐ ýëåìåíòîâ ek1,k2,...,kn ∈ B+
x

ñîñòîèò â ðàñ÷åòå ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ îò êàæäîãî ýëåìåíòà ñåòêè ýòî-
ãî ìíîæåñòâà äî ãðàíèöû êàêèì-ëèáî èç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ, îñíîâó êîòîðûõ
ñîñòàâëÿþò ïîñòðîåíèå íåêîòîðîé ñèììåòðè÷íîé ôèãóðû Br

c ⊆ Bg
x ñ öåíòðîì

ekc
1,kc

2,...,kc
n
∈ B+

x è ¾ðàäèóñîì¿ r, óâåëè÷èâàþùèìñÿ íà êàæäîé èòåðàöèè äî
òåõ ïîð, ïîêà ýòà ôèãóðà íå âûéäåò çà ãðàíèöó ÎÐ. Êðèòåðèåì âûõîäà ôèãó-
ðû çà ãðàíèöó ÎÐ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â Br

c õîòÿ áû îäíîãî ýëåìåíòà ñåòêè èç
ïîäìíîæåñòâà B−x èëè âûïîëíåíèå

Br
c ∩ B−x 6= ®. (9)

Îáúåì ôèãóðû Br
c çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà ekc

1,kc
2,...,kc

n
∈

B+
x è äëèíû ðàäèóñà r: V (ekc

1,kc
2,...,kc

n
, r). Èç âñåõ âîçìîæíûõ ôèãóð, ïîñòðîåí-

íûõ â ek1,k2,...,kn , âïèñàííîé â ÑÏÎÐ áóäåò ôèãóðà ñ ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì,
ò.å.

v(ek1,k2,...,kn) = min
r

V (ek1,k2,...,kn,r).
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Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ýòàï ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñîñòîèò â ïîèñêå
ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ îò òåêóùåãî ýëåìåíòà äî ãðàíèöû ÑÏÎÐ, èçìåðÿ-
åìîãî â êîëè÷åñòâå ýëåìåíòîâ ñåòêè. Ðåçóëüòàò ýòîãî ýòàïà çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå âåñîâîãî êîýôôèöèåíòà ýëåìåíòà ekc

1,kc
2,...,kc

n
â ÌÑ:

S[p(kc
1, k

c
2, . . . , k

c
n)] = arg min

r
V (ekc

1,kc
2,...,kc

n
, r), r > 0.

à) á)

Ðèñ. 3. Ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà âûáîðà ýëåìåíòîâ ÑÏÎÐ, îïòèìàëü-
íûõ ïî êðèòåðèþ ÌÇÐ â äâóìåðíîì ñëó÷àå

Âòîðîé ýòàï îïòèìèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ
ìàêñèìàëüíûé âåñ (ðàññòîÿíèå äî ãðàíèöû):

maxB+
x
v(ek1,k2,...,kn),

ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà Br
opt ⊂ B+

x :

Br
opt = {e∗k1,k2,...,kn

∈ B+
x | e∗k1,k2,...,kn

= arg max
B+

x

v(ek1,k2,...,kn)}. (10)

Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé ÌÇÐ âûáîðà îïòèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñåòêè áóäåò
âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

max
ek1,k2,...,kn∈B+

x

min
r

V (ek1,k2,...,kn , r). (11)

Äëÿ èòîãîâîãî ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, îïòèìàëüíûõ ïî êðèòåðèþ
ÌÇÐ, íåîáõîäèìî âûäåëèòü â ìíîæåñòâå Br

opt ñâÿçíûå ãðóïïû [6] ýëåìåíòîâ
ñåòêè è äëÿ êàæäîé ãðóïïû ïðîâåñòè èíòåðïîëÿöèþ êîîðäèíàò òî÷åê-ïðåäñòà-
âèòåëåé (7), íàïðèìåð, ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿ åå öåíòðà òÿæåñòè. Â äàííîì ñëó-
÷àå âàæíî èìåòü óâåðåííîñòü, ÷òî ñâÿçíûå ãðóïïû ýëåìåíòîâ ñåòêè îáðàçóþò
ñîáîé âûïóêëûå ôèãóðû (ðèñ. 3).
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2. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âïèñàííîãî êóáà
ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà â ÑÏÎÐ

Â êà÷åñòâå âïèñûâàåìîé ôèãóðû Br
c ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü n-ìåðíûé

ãèïåðêóá, c öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì ekc
1,kc

2,...,kc
n
∈ B+

x è äëèíîé ðåáðà 2·r+1. Âå-
ëè÷èíó r áóäåì íàçûâàòü ¾ðàäèóñîì¿, ïðè ýòîì r > 0. Êóá ñîñòîèò èç ýëåìåí-
òîâ, èíäåêñû êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè èç äèàïàçîíîâ
(ðèñ. 4):

ki = kc
i − r, . . . , kc

i + r, i = 1, 2, . . . , n, r ∈ N, (12)
ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Br

c ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ñåòêè, óäîâëåòâîðÿþùèõ (12)

Br
c = {ek1,k2,...,kn ∈ B+

x | ki = kc
i − r, . . . , kc

i + r, i = 1, 2, . . . , n}, r ∈ N. (13)

Îñíîâíûìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûìè çàäàåòñÿ êóá, ÿâëÿþòñÿ èíäåêñû öåí-

à) á)

Ðèñ. 4. Äâóìåðíûå êóáû, ñîñòàâëåííûå èç ýëåìåíòîâ ñåòêè, ñèììåòðè÷íûå
îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà

òðàëüíîãî ýëåìåíòà kc
i , i = 1, 2, . . . , n è ¾ðàäèóñ¿ r.

Ñóòü àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ âïèñàííîãî â ÑÏÎÐ êóáà ñîñòîèò â ïðîâåðêå
ñîñòîÿíèé ýëåìåíòîâ ñåòêè, èíäåêñû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò (12) äëÿ çàäàí-
íîãî ýëåìåíòà ekc

1,kc
2,...,kc

n
∈ B+

x è ¾ðàäèóñà¿ r ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì èíêðåìåíòîì
ïîñëåäíåãî â ñëó÷àå óñïåøíîãî ïîñòðîåíèÿ âïèñàííîãî êóáà. Ïîñòðîåíèå ñ÷è-
òàåòñÿ íåóñïåøíûì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (9) âûõîäà êóáà èç ÑÏÎÐ èëè
çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ki êàêîãî-ëèáî èç ýëåìåíòîâ êóáà âûøëè çà äîïóñòèìûå
èíòåðâàëû çíà÷åíèé èíäåêñîâ êâàíòîâ (7).

Ñîñòîÿíèþ S[p(kc
1, k

c
2, . . . , k

c
n)] ýëåìåíòà ekc

1,kc
2,...,kc

n
ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå

¾ðàäèóñà¿ r ïîñëåäíåãî (ìàêñèìàëüíîãî) óñïåøíî ïîñòðîåííîãî êóáà. Âàæíî
òàêæå îòìåòèòü óñëîâèå r > 0, óêàçûâàþùåå, ÷òî â ñëó÷àå íåóäà÷íîãî ïî-
ñòðîåíèÿ êóáà â ekc

1,kc
2,...,kc

n
ñ íà÷àëüíûì ¾ðàäèóñîì¿ r = 1, ñîñòîÿíèå ýòîãî

ýëåìåíòà íå äîëæíî ìåíÿòüñÿ íà ¾0¿, ò.ê. ýòî ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ ïðèçíà-
êà ïðèíàäëåæíîñòè ïîäìíîæåñòâó B+

x , ò.å. ñîñòîÿíèþ öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà
ïðèñâàèâàåòñÿ âåñ òîëüêî áîëüøå íóëÿ.

Àëãîðèòì ïðîâåðêè ýëåìåíòîâ ñåòêè âíóòðè êóáà (13) íà êàæäîé èòåðàöèè
èíêðåìåíòà ¾ðàäèóñà¿ r ñîñòîèò â îáõîäå òîëüêî ýëåìåíòîâ âíåøíåé ãðàíèöû
(íà ðèñ. 4.á çàêðàøåíû ðàçëè÷íûìè öâåòàìè), ïîñêîëüêó íåò íåîáõîäèìîñòè
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ïîâòîðíî îáõîäèòü ýëåìåíòû êóáà ñ ¾ðàäèóñîì¿ r−1, ñîñòîÿíèÿ êîòîðûõ áûëè
ïðîâåðåíû íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè.

Îñíîâíîé ÷àñòüþ îáõîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ êóáà ÿâëÿåòñÿ ïåðåáîð ýëå-
ìåíòîâ ñå÷åíèÿ êóáà ïî ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì îäíîãî èç èíäåêñîâ. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî çàôèêñèðîâàòü îäèí èç n èíäåêñîâ kj â çíà÷åíèè ñíà÷àëà ëåâîé
ãðàíèöû kj = kc

j−r, çàòåì � â çíà÷åíèè ïðàâîé ãðàíèöû kj = kc
j−r. Ïîñëå ôèê-

ñàöèè j-ãî èíäåêñà â êàæäîé èç ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü
îáõîä ýëåìåíòîâ ñåòêè â ñå÷åíèè ïî kj, ò.å. âûïîëíèòü ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ
êîìáèíàöèé îñòàëüíûõ n− 1 ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ:

ki = kc
i − r, kc

i − r + 1, . . . , kc
i + r, ∀i ∈ {{1, 2, . . . , n} \ {j}}.

Äëÿ ïåðåáîðà âñåõ ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ êóáà íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ýòó îïå-
ðàöèþ äëÿ j = 1, 2, . . . , n. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè êàæäîì j âîçíèêíóò ñèòóàöèè
ïîâòîðíîãî ïåðåáîðà ýëåìåíòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îáùèìè äëÿ ñå÷åíèé. Äëÿ íà-
ãëÿäíîñòè â äâóìåðíîì ñëó÷àå èíäåêñàìè òàêèõ ýëåìåíòîâ áóäóò (kc

i − r, kc
i −

r), (kc
i − r, kc

i + r), (kc
i + r, kc

i − r), kc
i + r, kc

i + r (ðèñ. 4).
Äëÿ óñòðàíåíèÿ ïîâòîðíûõ îáõîäîâ ïðåäëàãàåòñÿ èñêëþ÷èòü ãðàíè÷íûå

çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ, êîòîðûå áûëè ïðîâåðåíû äëÿ ñå÷åíèé ïî ki ïðè i < j.
Òàêèì îáðàçîì ïðè ïåðåáîðå ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ ñå÷åíèÿ ïî kj ñëåäóåò ó÷è-
òûâàòü äèàïàçîíû ki = kc

i − r + 1, . . . , kc
i + r − 1 òîëüêî äëÿ i < j, à äëÿ

îñòàëüíûõ i > j � ki = kc
i − r, . . . , kc

i + r. Âîçâðàùàÿñü ê ïðèìåðó íà ðèñ. 4.à,
ðàññìîòðèì ýòî íàãëÿäíî â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðè r = 1. Äëÿ îáõîäà âíåø-
íåé ãðàíèöû ôèêñèðóåì ñíà÷àëà èíäåêñû ïðè j = 1. Ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ
îáõîä ñå÷åíèÿ êóáà ïî k1 = kc

1 − 1, ñâîáîäíûå èíäåêñû ïî k2 ïîñëåäîâàòåëüíî
ãåíåðèðóþòñÿ â äèàïàçîíå îò k2 = kc

2− 1 äî kc
2 + 1. Ïîñëå ïåðåáîðà ñâîáîäíûõ

èíäåêñîâ ñå÷åíèÿ ïî ëåâîé ãðàíèöå k1 = kc
1 − 1, âûïîëíÿåòñÿ òàêîé æå ïåðå-

áîð äëÿ ïðàâîé ãðàíèöû k1 = kc
1 + 1. Îáõîä ãðàíèö ïî îñè j = 1 çàâåðøåí.

Äàëåå âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íûé îáõîä ñå÷åíèé ïî îñè j = 2, íî ñ ó÷åòîì óæå
ïðîéäåííûõ ýëåìåíòîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñå÷åíèå ïî k2 = kc

2 − 1. Ñîãëàñíî
ñêàçàííîìó âûøå, äëÿ ó÷åòà ïðîéäåííûõ ýëåìåíòîâ ñå÷åíèé íà ïðåäûäóùåé
èòåðàöèè, äëÿ ïåðåáîðà èíäåêñîâ ïî i = 1 íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äèàïàçîí
k1 = kc

1− r +1, . . . , kc
1 + r− 1, íî ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå r = 1,

òî îñòàåòñÿ òîëüêî îäèí k1 = kc
1. Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî ñå÷åíèÿ ïî k2 = k

èç èíäåêñîâ ïî îñè i = 1 áóäåò äîñòóïåí òîëüêî k1 = kc
1. Êîðîòêî ïîÿñíèì

àëãîðèòì íà ïðèìåðå ðèñ. 4.á, ñ r = 2. Îáõîä ñå÷åíèé ïî îñè j = 1, î÷åâèäíî,
âûïîëíÿåòñÿ ôèêñàöèåé èíäåêñîâ k1 = kc

1−2 è k1 = kc
1 +2, ñâîáîäíûå èíäåêñû

ïî îñè i = 2, (i > j) ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàþòñÿ â ¾ïîëíîì¿ äèàïàçîíå. Ñå-
÷åíèÿ ïî îñè j = 2 âûïîëíÿþòñÿ ôèêñàöèåé èíäåêñîâ k2 = kc

2−2 è k2 = kc
2 +2,

íî ïåðåáîð ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ ïî i = 1, (i < j) âûïîëíÿåòñÿ â äèàïàçîíå îò
kc

1 − 1 äî kc
1 + 1.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïåðåáîðà âñåõ êîìáèíàöèé ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ
ki = 1, 2, . . . , qi, i ∈ {{1, 2, . . . , n} \ {j}} èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì, êîòîðûé ïî-
äðîáíî íå ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííîé ðàáîòå, íî åãî ïðèíöèï àíàëîãè÷åí ïå-
ðåíîñó ñëàãàåìûõ â ñòàðøèå ðàçðÿäû ÷èñëà ïðè åãî ïîøàãîâîì óâåëè÷åíèè
íà 1. Ïóñòü çàäàíû èíäåêñû (k1, k2, . . . , kn), çíà÷åíèÿ êàæäîãî îãðàíè÷åíû
1 ≥ ki ≥ qi, i = 1, 2, . . . , n. Îïðåäåëåíà ïðîöåäóðà èíêðåìåíòà i-ãî èíäåêñà,
êîòîðàÿ â ñëó÷àå ki = qi è i < n ðåêóðñèâíî âûçûâàåò ñåáÿ ñ ïàðàìåòðîì i + 1
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äëÿ èíêðåìåíòà èíäåêñà ki+1 è ïîñëå ýòîãî ñáðàñûâàåò èíäåêñ íà íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå ki = 1. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ki = qi è i = n ðåêóðñèâíî ñèãíàëèçèðó-
åò, ÷òî äàëüíåéøèé èíêðåìåíò íåâîçìîæåí. Äëÿ ãåíåðàöèè íîâîé êîìáèíàöèè
èíäåêñîâ (k1, k2, . . . , kn) äîñòàòî÷íî âûçâàòü îïèñàííóþ ïðîöåäóðó èíêðåìåí-
òà äëÿ èíäåêñà k1.

Ñëîâåñíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà îáõîäà ýëåìåíòîâ êóáà ïðèâåäåì â áîëåå
ñòðîãîì âèäå êàê ¾Àëãîðèòì 1¿, èç êîòîðîãî âûçûâàþòñÿ ïðîöåäóðû, îïèñàí-
íûå àëãîðèòìàìè ¾Àëãîðèòì 2¿ è ¾Àëãîðèòì 3¿. Îáùèé àëãîðèòì âûáîðà îï-
òèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñåòêè ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî âïèñàííîãî
êóáà îïèñàí àëãîðèòìîì ¾Àëãîðèòì 4¿, êîòîðûé èñïîëüçóåò âûçîâ ïðîöåäó-
ðû, îïèñàííîé àëãîðèòìîì 1.

Àëãîðèòì 1. Ïðîâåðêà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ êóáà ñ ¾ðàäèóñîì¿ r

• Öèêë ïî j = 1 äî n

� kj = kc
j − r;

� Óñòàíîâêà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ (ôèêñ. j);
� Åñëè óñïåøíûé öèêë îáõîäà ñå÷åíèÿ ïî kj, òî

∗ Ðåçóëüòàò ïðîâåðêè: ïîñòðîåíèå êóáà íå óäàëîñü;
∗ Âûõîä èç ïðîöåäóðû;

� kj = kc
j + r;

� Óñòàíîâêà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ (ôèêñ. j);
� Åñëè óñïåøíûé öèêë îáõîäà ñå÷åíèÿ ïî kj, òî

∗ Ðåçóëüòàò ïðîâåðêè: ïîñòðîåíèå êóáà íå óäàëîñü;
∗ Âûõîä èç ïðîöåäóðû;

• Ðåçóëüòàò ïðîâåðêè: ïîñòðîåíèå êóáà ñ ¾ðàäèóñîì¿ r óñïåøíî.

Àëãîðèòì 2. Óñòàíîâêà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ

• Öèêë ïî i = 1 äî n

� Åñëè i < j, òî
∗ ki = kc

i − r + 1;
� Åñëè i > j, òî

∗ ki = kc
i − r;

Àëãîðèòì 3. Öèêë îáõîäà ýëåìåíòîâ ñå÷åíèÿ ïî kj.

• Öèêë ïîêà âîçìîæíà íîâàÿ êîìáèíàöèÿ ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ

� Åñëè S[p(k1, k2, . . . , kn)] = 0, òî
∗ Ðåçóëüòàò ïðîâåðêè: íàéäåí ýëåìåíò èç B−

x ;
∗ Âûõîä èç ïðîöåäóðû;

� Ãåíåðàöèÿ íîâîé êîìáèíàöèè ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ;

• Ðåçóëüòàò ïðîâåðêè: âñå ýëåìåíòû èç B+
x ;
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Àëãîðèòì 4. Ïîñòðîåíèå âïèñàííîãî êóáà ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà.

• rmax = 1;

• Öèêë ïî âñåì ýëåìåíòàì ekc
1,kc

2,...,kc
n
∈ B+

x

� r = 1;
� Öèêë ïîêà ìîæíî ïîñòðîèòü êóá ñ ¾ðàäèóñîì¿ r (àëã.1);

∗ Èíêðåìåíò r: r = r + 1;
� Åñëè r > 1, òî

∗ Óñòàíîâèòü âåñ ýëåìåíòàS[p(kc
1, k

c
2, . . . , k

c
n)] = r − 1;

∗ Åñëè r > rmax, òî
· rmax = r;

• Öèêë îò p = 1 äî R

� Åñëè 0 < S[p] < rmax, òî
∗ S[p] = 1;

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà 4 ñîñòîÿíèÿ ýëåìåíòîâ ñåòêè, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè âïèñàííîãî êóáà ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà, ïîìå÷åíû
ìàðêåðîì rmax (ðèñ. 3). Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, îïòèìàëüíûõ ïî
êðèòåðèþ ÌÐÇ (5) âûïîëíÿåòñÿ âûäåëåíèåì ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ ìàðêèðîâàí-
íûõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïû è âû÷èñëåíèåì öåíòðà òÿæåñòè êàæäîé èç íèõ ñ
èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé êîîðäèíàò èõ òî÷åê-ïðåäñòàâèòåëåé (7).
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