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Введение 

Одним из важных этапов проектирования технических систем является этап 

параметрического синтеза с учетом требований надежности по постепенным от-

казам. В особой степени это касается систем ответственного назначения, которые 

зачастую являются уникальными, выпускаемыми в единичных экземплярах, к ко-

торым не всегда применим вероятностно-статистический аппарат, являющийся 

доминирующим в теории надежности. В этом случае необходим подход, осно-

ванный на исследованиях и учете функциональных связей между выходными ха-

рактеристиками системы, параметрами ее элементов и эксплуатационными фак-

торами, вызывающими их изменение в процессе функционирования. Такой под-

ход называется функционально-параметрическим [1, 2]. 

Решение задачи оптимального выбора номинальных значений параметров 

элементов системы на основе функционально-параметрического подхода включа-

ет исследование области в пространстве значений этих параметров, при которых 

выходные характеристики системы удовлетворяют заданным требованиям. Такая 

область в данной работе называется областью работоспособности (ОР), строгое 

определение которой будет дано ниже. 
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Получение геометрических характеристик ОР позволяет существенно со-

кращать вычислительные затраты при получении стохастических оценок надеж-

ности путем имитации случайных параметрических возмущений и проверки на-

хождения вектора параметров в области. В зависимости от способа описания гео-

метрических характеристик многомерной ОР становится возможным применение 

детерминированных критериев выбора оптимальных в определенном смысле зна-

чений параметров, а также исследование свойств самой области (односвязность, 

выпуклость, ориентация в пространстве и т.д.) [3 – 10]. 

В данной работе описывается подсистема программной системы нахожде-

ния и использования областей работоспособности (СНИОР) [11], ее компоненты, 

функции и алгоритмы, лежащие в их основе. Перед рассмотрением алгоритмов 

анализа ОР важно привести описание модели представления ОР, на которой ос-

нованы эти алгоритмы. 

 

Задача построения ОР 

В рамках функционально-параметрического подхода рассматривается мо-

дель системы, связывающая вектор характеристик, интересующих потребителя, 

),...,,( 21 myyy=y  

с вектором параметров ее элементов (внутренних параметров) 

),...,,( 21 nxxx=x  

в виде зависимостей: 

miyy ii ,...,2,1),( =∀= x .         (1) 

 На практике для достаточно сложных систем часто трудно задать модель (1) 

в явном аналитическом виде, поэтому зависимости (1) описываются алгоритми-

чески в виде численного решения систем дифференциальных уравнений либо за-

даются в виде имитационных моделей, реализующих концепцию «черного ящи-

ка» [12]. 

На выходные и входные параметры налагаются ограничения. Выходные па-

раметры ограничиваются условиями работоспособности, заданными в специфи-

кации: 

miyyy iii ,...,2,1,)( maxmin =∀≤≤ x ,       (2) 

внутренние параметры ограничиваются обычно производственными допусками 

nixxx iii ,...,2,1,maxmin =∀≤≤ .       (3) 

Условия работоспособности (2) определяют в пространстве внутренних парамет-

ров область, в каждой точке которой выходные характеристики удовлетворяют 

требованиям (2): 

},...,2,1,)(:{ maxmin miyyyD iii
n

x =∀≤≤∈= xRx . 
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 Задача построения ОР состоит в необходимости построить в пространстве 

внутренних параметров фигуру с известной конфигурацией, которая бы являлась 

приближением к неизвестной области xD  при заданной модели (1), известных 

условиях работоспособности (2) и допусках (3).  

Основные трудности определения характеристик этой области состоят в 

том, что, как было сказано выше, модель (1) часто задается в неявном виде, что 

дает возможность только поточечного исследования пространства параметров, 

большой размерности этого пространства, а также вычислительной сложности 

модели.  

Существуют различные способы построения и аппроксимации ОР [13]. В 

данной работе используется модель дискретного представления многомерной об-

ласти множеством элементарных гиперпараллелепипедов (ЭГ), заданных узлами 

регулярной сетки [4]. 

Эта модель описывается четверкой вида: 

),,,( SQBnGR = ,          (3) 

где n – размерность пространства внутренних параметров; min max{( , )i iB x x= ,

1,2,..., }i n∀ =  – ограничивающий брус, в качестве которого может выступать как 

брус допусков, заданный ограничениями (3), так и построенный методом Монте-

Карло описанный около ОР брус, являющийся первым ее приближением [14]. 

Компонент ),...,,( 21 nqqqQ =  описывает количество интервалов-«квантов», на ко-

торое разбивается каждый i-й диапазон бруса B. Точки пересечения этих квантов 

по всем параметрам образуют сетку, а сами кванты – ребра ЭГ. Каждый ЭГ зада-

ется набором индексов ),...,,( 21 nkkk , ii qk ,...,2,1= , ni ,...,2,1= , по которым можно 

вычислить координаты всех его вершин, длины его ребер и его объем. Таким об-

разом, брус B разбивается на nqqqR ⋅⋅⋅= ...21  ЭГ, которые образуют множество:  

},...,2,1,,...,2,1:{ ,...,, 21
niqkeB iikkkg n

=== ,      (4) 

где 
nkkke ,...,, 21

– ЭГ, образованный квантами с индексами ),...,,( 21 nkkk . Из всего 

множества gB  необходимо выделить такие ЭГ, которые бы в объединении пред-

ставляли аппроксимацию неизвестной ОР. Для этой цели используется компонент 

),...,,( 21 RqssS =  модели (3), являющийся множеством индикаторов принадлежно-

сти ЭГ аппроксимации ОР. Каждый элемент этого множества Risi ,...,2,1},1,0{ =∈  

показывает, какому из подмножеств 
−+

∪= ggg BBB , ∅=∩
−+
gg BB  принадлежит 

соответствующий ЭГ 
nkkke ,...,, 21

. Подмножество 
+
gB  состоит из ЭГ со значением 

индикаторов принадлежности, равным 1, и представляют собой искомую аппрок-
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симацию ОР. Между каждым элементом ps  множества индикаторов и набором 

индексов ЭГ ),...,,( 21 nkkk  существует взаимнооднозначное соответствие [4, 5]. 

Значение каждого индикатора вычисляется при построении ОР с помощью харак-

теристической функции принадлежности, в основе которой – вычисление выход-

ных характеристик (1) и проверка выполнения условий работоспособности в цен-

тральной точке каждого ЭГ. В работе [4] подробно описан алгоритм построения 

ОР на основе модели (3). На рис. 1 приведена наглядная иллюстрация используе-

мого принципа построения ОР на основе модели (3). В этой работе рассматрива-

ется структура данных построенной аппроксимации ОР на основе такой модели.  

 
Рис. 1. Дискретное представление ОР в двумерном случае. 

 

Программный комплекс построения и анализа ОР 

Общая структура СНИОР приведена на рис. 2. Подсистема построения ОР с 

описанием основных функций ее модулей, структур данных и алгоритмов приве-

дена в работе [11]. Для рассмотрения функций подсистемы анализа ОР приведем 

описание лишь взаимодействия модулей системы, используемых при анализе ОР. 
 

 
Рис. 2. Модульная структура СНИОР. 
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Подсистема анализа ОР может использовать как данные ОР, сохраненные в 

файле, так и только что построенной области. В обоих случаях подсистема ис-

пользует модель RG  (3) дискретного представления ОР. Алгоритмы анализа ОР 

оперируют ЭГ, которые задаются набором индексов ),...,,( 21 nkkk , и в процессе их 

перебора необходимо знать, какому из подмножеств (
+
gB  или 

−
gB ) каждый из них 

принадлежит. Для выполнения этой проверки следует вычислить индекс p эле-

мента множества индикаторов ps , соответствующего индексам ),...,,( 21 nkkk  ЭГ. 

Такую функцию предоставляет модуль построения ОР. Если данные ОР подвер-

гались сжатию, то выполняется обращение к функциям модуля сжатия и распа-

ковки данных ОР, после чего требуемая информация возвращается в подсистему 

анализа ОР. Обозначим операцию вычисления индекса p индикатора принадлеж-

ности ps  по индексам ),...,,( 21 nkkk  как ),...,,( 21 nkkkp . Формулы взаимноодно-

значного соответствия этих индексов приведены в [5] и в данной работе не прин-

ципиальны. 

 

Подсистема анализа ОР 

Подсистема анализа ОР является расширяемой: возможно дополнение его 

новыми функциями анализа дискретного представления ОР на основе модели (3). 

Главная, но не обязательная особенность функций этой подсистемы состоит в от-

сутствии необходимости обращения к модели самой системы (1), что для некото-

рых задач (например, проверки нахождения произвольного вектора параметров 

внутри области) существенно снижает вычислительные затраты и время получе-

ния стохастических оценок параметрической надежности. Рассмотрим далее ос-

новные функции данной подсистемы, нацеленные на исследование свойств ОР, 

которые могут помочь при решении задачи повышения параметрической надеж-

ности систем на этапе их проектирования. 

Задача оптимизации параметров состоит в применении детерминированно-

го критерия типа запаса к поиску внутри области точки, имеющей максимальную 

удаленность от границы этой области [4,7,8,9,13]. Данный подход применим в 

случае отсутствия знаний о закономерностях дрейфа параметров во времени и ко-

гда наиболее рациональным решением выбора номинальных значений парамет-

ров будет максимальное удаление от границы для наихудшего варианта развития 

событий – движения вектора параметров к границе по кратчайшему расстоянию.  

Реализация кратчайшего расстояния от некоторой внутренней точки xD∈x  

до границы области состоит в построении вписанного в ОР шара: среди всех воз-

можных отрезков от точки xD∈x  до точки на границы наименьшим из них будет 
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радиус r вписанного шара, имеющего наименьший объем ),( rV x : 

),(min),( rVrv
r

r xx = , 

тогда оптимальным по критерию запаса работоспособности решением задачи бу-

дет поиск точки xD∈x , являющейся центром максимального вписанного шара 

(рис. 3): 

),(minmaxarg)(maxarg rVv
rD

r
D

o
xx

xxx
xx ∈∈

== .      (5) 

 
Рис. 3. Критерий запаса работоспособности выбора оптимальных параметров 

в двумерном случае. 

Решение задачи выбора оптимальных в смысле критерия (5) параметров для 

дискретного представления ОР на основе модели (3) выполняется на дискретном 

множестве gB  ЭГ и состоит в двухэтапной процедуре. На первом этапе выполня-

ется поиск ЭГ, удовлетворяющих критерию (5). На втором этапе по связным 

множествам найденных ЭГ интерполируются значения оптимальных параметров. 

Алгоритм поиска ЭГ, оптимальных по критерию запаса работоспособности, 

основан на максимизации минимального расстояния от некоторого внутреннего 

элемента 
+

∈ gkkk Be
n,...,, 21

 до граничного элемента. В этом случае расстояние r до 

границы измеряется количеством ЭГ.  

Фигура r
cB , вписанная в 

+
gB  и обеспечивающая минимальный запас работо-

способности, также состоит из ЭГ: 
+

⊆ g
r
c BB . Целевой функцией является объем 

фигуры ),( ,...,, 21
reV

nkkk , центр которой ЭГ 
+

∈ gkkk Be
n,...,, 21

. Тогда объем вписанной 

фигуры – результат минимизации: 

),(min)( ,...,,,...,, 2121
reVev

nn kkk
r

kkkr = . 

 Искомое множество ЭГ, оптимальных в смысле максимального запаса ра-

ботоспособности, является результатом максимизации объема вписанной фигуры 

по ЭГ множества 
+
gB : 

)}(maxarg:{ ,...,,
*

,...,,
*

,...,, 212121 n
g

nn kkkr
B

kkkgkkk
r
o eveBeB

+
=∈=

+ .   (6) 
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 В качестве вписанных в 
+
gB  фигур используется r-куб как n-мерная реали-

зация окрестности Мура, и r-окрестность как n-мерная реализация окрестности 

фон Неймана [15]. На рис. 4 приведены примеры r-куба и r-окрестности. 

 
        а)               б) 

Рис. 4. Примеры вписываемых фигур в двумерном случае:  

а) r-окрестность при r = 2; б) r-куб при r = 2. 

 Применение r-окрестности и r-куба в качестве критерия запаса работоспо-

собности, очевидно, будет давать различные результаты. Эти отличия зависят от 

конфигурации ОР и детализации сетки, на основе которой строилось дискретное 

представление ОР, поэтому четкие рекомендации по использованию того или 

иного критерия дать затруднительно, однако очевидно, что r-окрестности удобно 

использовать в областях с ярко выраженной диагональной конфигурацией, тогда 

как r-куб подойдет для областей, более ориентированных по координатным осям. 

Задача анализа чувствительности системы к параметрическим возмущениям 

состоит в выполнении геометрического анализа ОР, позволяющего сделать за-

ключение о величине допустимых отклонений параметров для заданных номина-

лов, выявить «узкие места» ОР, в которых случайные параметрические возмуще-

ния могут привести к отказу. В данной работе предлагается подход к получению 

такой информации на основе построения вписанных в ОР гиперпараллелепипе-

дов, длины ребер которых по каждому измерению будут показывать относитель-

ные запасы для дрейфа соответствующих параметров. 

Для оценки запасов по каждому отдельному параметру и получения их со-

отношений требуется алгоритм построения несимметричных фигур, вписанных в 

ОР. В качестве таких фигур рассмотрим гиперпараллелепипеды с гранями, парал-

лельными осям координат. Как и симметричные фигуры, эти гиперпараллелепи-

педы по сути являются множествами ЭГ, принадлежащих дискретному представ-

лению ОР с индексами, удовлетворяющими определенные требования для фор-

мирования фигуры. Обозначим такую фигуру +
⊆ GBP . 

Характерной особенностью алгоритма построения вписанного гиперпарал-
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лелепипеда в отличие от куба является указание в качестве начального элемента 

не центрального, а вершинного элемента. Увеличение объема фигуры достигается 

не итерационным радиальным «наращиванием» посредством увеличения длины 

ребра [4, 9], а указанием диагонального элемента, вычисляемого путем последо-

вательного смещения ),...,,( 21
P
n

PP δδδ  индексов относительно начального элемента 

),...,,( 21
P
n

PP kkk . Алгоритм построения вписанных гиперпараллелепипедов деталь-

но описан в работе [5]. В работе [6] приведена модификация этого алгоритма для 

выполнения с использованием параллельных вычислений. 

Пример результата работы алгоритма для делителя напряжения [5, 16] мо-

жет выглядеть как в таблице, а также в графическом виде, отображая на сечениях 

области найденные гиперпараллелепипеды. 
 

Параметр Мин Макс Длина ребра Кол-во квантов 

1R , Ом 1,004 150,901 149,897 2 

2R , Ом 507,286 1500,0 992,713 15 

C , Ф 1,0⋅10
-10

 4,555⋅10
-9

 4,455⋅10
-9

 9 

ВХU , В 4,577 6,289 1,713 3 

 

При анализе полученных прямоугольников также нельзя упускать из виду 

тот факт, что разные параметры могут иметь различную скорость дрейфа, а это 

может внести существенные поправки в результаты анализа конфигурации ОР. 

Еще одним важным для предложенного метода анализа конфигурации ОР являет-

ся тот факт, что он рассматривает дрейф параметров по отдельности и не учиты-

вает их совместную вариацию. Тем не менее, предложенный метод полезен для 

выявления ОР, имеющих характерные вытянутые по отдельным параметрам фор-

мы. 

Функция анализа сечений ОР предназначена для автоматического и ручного 

анализа ОР по отдельным ее сечениям. Наиболее информативными являются 

двумерные сечения, но для ОР больших размерностей их анализ по двумерным 

сечениям может быть громоздким, трудным. С целью оценки выбора номиналь-

ных параметров, их корректировки, а также оценки конфигурации ОР по отдель-

ным параметрам анализ сечений ОР может быть очень полезен при принятии 

проектных решений. 

Построение сечений дискретного представления ОР не представляет ника-

кой сложности. Для загруженной ОР оператор системы указывает индексы пары 

свободных параметров ),( 21 pp , npi ,...,2,1= , 21 pp ≠  и задает значения осталь-

ных фиксированных параметров jj qf ,...,2,1= , },{\},..,2,1{ 21 ppnj∈ . Система вы-

полняет построение указанного сечения дискретного представления ОР.  

Полезным может быть размещение точки с указанными координатами, –
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например, для случая, когда требуется визуально показать положение параметров 

в ОР. На рис. 5 показаны сечения дискретного представления ОР. 

 
а)      б) 

Рис. 5. Пример построения двумерных сечений дискретного представления ОР 

с нанесением вектора номинальных значений параметров. 

 Построение сечений методом Монте-Карло. Построение ОР с помощью мо-

дели (3), основанной на регулярной сетке, представляет собой аппроксимацию, 

при этом точные характеристики истинной области неизвестны. Поэтому оценить 

точность сеточной аппроксимации предлагается методом, в котором можно дос-

тичь определенной точности без увеличения хранимых данных, – Монте-Карло 

[17]. 

Для большинства задач проектирования, связанных с оптимальным выбо-

ром параметров [4, 9, 10], высокая точность аппроксимации ОР, в частности ее 

приграничных областей, не важна, поскольку интерес представляет подобласть, 

удаленная от границы. При этом слишком грубое представление ОР, – например, 

вложенными гиперпараллелепипедами или эллипсоидами – может не дать доста-

точно такой информации о конфигурации области как односвязность, выпуклость 

или вогнутость. Рекомендаций к выбору оптимального шага сетки для представ-

ления ОР с помощью модели (3) также нет. 

Основная потребность в контроле точности аппроксимации ОР состоит в 

подтверждении корректности определения таких характеристик области как связ-

ность области, выпуклость или вогнутость. Аппроксимация с использованием 

достаточно крупной сетки в некоторых случаях может представить ОР в виде 

многосвязной фигуры, что способно повлечь некорректный выбор номиналов. В 

качестве одного из эффективных методов визуального контроля дискретной ап-

проксимации ОР предлагается построение двумерных сечений ОР методом Мон-

те-Карло.  

На рис. 6а показано сечение дискретной аппроксимации ОР плоскостью 

первого и второго параметров, проходящей через найденную оптимально удален-

ную от границ области точку. На рис. 6б изображено сечение ОР этой же плоско-

стью с теми же значениями фиксированных параметров, построенное непосред-
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ственно по ОР методом Монте-Карло. Можно видеть, что существенных разли-

чий в конфигурации и форме области в данном сечении не наблюдается. 
 

 
    а)             б) 

Рис. 6. Сечение ОР: а) сечение дискретной аппроксимации ОР; б) контрольное сечение ОР, 

построенное методом Монте-Карло. 

На рис. 7 проиллюстрирована некорректная аппроксимация ОР из-за отно-

сительной узости фактической ОР и крупного шага сетки. Как видно на рис. 7а, 

по результатам дискретной аппроксимации ОР воспринимается как неодносвяз-

ная область, в то время как контрольное сечение этой же плоскостью показывает, 

что область односвязная (рис. 7.б). 
 

 
   а)               б) 

Рис. 7. Ошибка дискретного представления ОР: а) сечение дискретной аппроксимации ОР;  

б) контрольное сечение ОР, построенное методом Монте-Карло. 

Функция проверки связности ОР выполняет обход элементов множества ЭГ 

,gB+
 выделяя связные подмножества. В определении связности множества дис-

кретных ЭГ главным понятием является соседство двух ЭГ. Два ЭГ 
nkkke ,...,, 21

 и 

nmmme ,...,, 21
 являются соседними, если только один из их индексов отличается не 

более чем на единицу (например, расположение соседнего ЭГ в двумерном слу-

чае: слева, справа, сверху, снизу) 1
1

=−∑
=

n

i
ii mk . Алгоритм подробно описан в ра-

боте [3], а его схематическая иллюстрация приведена на рис. 8. 
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Рис. 8. Иллюстрация алгоритма обхода связного множества ЭГ. 

Основной принцип работы алгоритма состоит в маркировке непомеченных 

ЭГ, запоминании узловых элементов и возвращении в последний добавленный 

узел при попадании в тупик. Каждое связное множество помечается своим марке-

ром, что позволяет различать их и исследовать по отдельности. 

 

Заключение 

Рассмотренная в работе программная подсистема анализа конфигурации 

областей работоспособности аналоговых систем предназначена для проведения 

дополнительных исследований областей допустимых значений параметров с це-

лью повышения параметрической надежности проектируемых систем. Исследо-

вания конфигурации областей работоспособности позволяют применять детерми-

нированный критерий выбора номинальных значений параметров, основанный на 

принципе максимизации минимального запаса работоспособности. Алгоритм по-

строения вложенных в область гиперпараллелепипедов дает возможность оценить 

допустимые диапазоны дрейфа параметров относительно друг друга и сделать 

предварительные выводы о чувствительности системы к возмущениям отдельных 

параметров. Проверка качества аппроксимации дискретным представлением его 

области связности дает информацию о необходимости рассмотрения отдельных 

связных частей области или возможности пренебречь отдельными незначитель-

ными частями, а также о выпуклости или вогнутости области. Описанная про-

граммная подсистема может пополняться новыми функциями анализа дискретно-

го представления области работоспособности на основе модели (3). 
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